Méthode de Newton pour les polyndmes

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 223 : Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.

— 224 : Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

— 226 : Suites vectorielles et réelles définies par une relation u, 11 = f(u,). Exemples. Applica-
tions a la résolution approchée d’équations.

— 228 : Continuité, dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et applica-
tions.

— 230 : Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles
des séries numériques. Exemples.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

T
Théoréme. Soit & < & < --- < &, des réels, m; des entiers non nuls et P = H(X = &)
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La suite (x,) est strictement décroissante et converge vers &,.

— Sim, =1 alors ¥Yec > 0, |z, — & | = n_)oJroo(c”) (convergence surlinéaire)

— Sim, > 1 alors ¢ # 0, |z, — & | ~ c(l—

n
) (convergence linéaire)
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% est la dérivée logarithmique de P, on a donc — = .
P i=1 Ty — gz

On a

Preuve : La fonction
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donc Vn € N, x,,11 = x,, — (E lf ) donc si z,, > &, alors x,11 < .
— x., — &
=1 n 7

Etape 1 : Montrons la convergence de la suite (z,)

D’apres la remarque préliminaire, (x,) est décroissante. Montrons qu’elle est minorée par &,..
On a déja xg > &,.
Supposons que pour un n € N, x,, > &,., montrons que x, 1 > &,.

Soit f:x—x— If,((g;)), f se prolonge par continuité sur [§,, +0o[ en posant f(&,) = &,.
On a Vz €)¢,, +oof, f'(x) = %Z;Z(x), D’apres le théoreme de Rolle (ou de Gauss-Lucas), les zéros de

P’ sont dans [£1, ], de méme pour P” donc P, P’ et P” sont strictement positives sur |,., +oo[ donc
f'> 0 et f est croissante sur cet intervalle.



Comme z,, > &, on a par croissance, & = f(&) < f(zn) = Tpi1.
Ainsi, par récurrence, on a Vn € N, x,, > &,.

(z,) est décroissante, minorée par &, donc converge vers un réel ot %

9
+ s’annule donc vers &,..

Etape 2 : Déterminons la vitesse de convergence

P(z) & my
On a Pl) —Z

ar—&

donc en dérivant, on a

P"(x)P(x) — P'(z)* - m;
Pap Ha-ap

i=1

fl(x) = W =1- (Z xTig)_Q <Z JW)

=1 =1

Donc

(z—¢€r)? ~
z:f'r T: TEr (wigr)Q

Donc lim f/(z) =1— L

z—Er mr
Deux cas de figure se présentent alors,
Supposons m, =1
On a f'(&.) = 0, d’apres I'égalité des accroissements finis,
n €&, Tal /) Tngr — & = f(2n) = f(&) = (20 — &) f (Yn)

Soit ¢ > 0, comme x, — &, il existe ng € N tel que Yn > ng, | f'(y,)] < c.
n o0

Pour n > ng, |zp11 — &| < cz, — & | d’ou par récurrence, et donc par récurrence, pour n > ny,

[Tn — & S T, — & = n—>0+<>o(cn)'
En prenant ¢ < c,onaz, —§& = o (¢") pour tout ¢ > 0.
n—-+o0o

Supposons m, > 1

On a alors f'(§,) =1— m% et de méme,

W €1&r wal/ Tpir — & = f(2n) = f(&) = (@0 — &) (Yn)
Donc (In(zp41 — &) — In(x, — &) converge vers In f/(,) # 0 donc par sommation des relations de
comparaison dans le cas divergent (ou théoreme de Césaro), on a

ln(xn - 57") N nln f/(&")

n——+

Précisons le développement asymptotique en montrant que la suite (In(x,, —&.)—nln f/(&,.)) converge.
Par Taylor-Lagrange, il existe z, €|, z,[ tel que

f"(zn)

9 (mn - 57“)2

Tpy1 — gr = f/(£r>($n - 57") +

y N o Tn+1 — £r I _
don T f/(gr)(iﬂn - 57“) 1= n—>O+oo<xn gr)
Comme In(x,, — &) ~ nln f'(&,.),

Il existe une suite (o) tel que a, — 1 et tel que In(z,, — &) = nay, In f/(§,) donc
|70 — & = e f1(&)"

2



donc en choisissant ¢ dans l'intervalle | f/'(&,.), 1] on a |z, — &, | = —>O+ (c™) d’ou

(@1 — &) — Iz — &) — I (&) =ln(1+e,) = O (")

n—-+00

et la série > ¢" converge donc par sommation des relations de comparaison, (In(z, — &) —nln f'(¢,))
converge vers un réel \ et

Tp — 57" ~ eAf/(gr)n
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